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1 YBOJI

1

YBo

Teopeme o dukcHoj Tauku TBp/Ie aa onpelene knace dbyukimja (3a Koje Baxke
HeKU yCJIoBH) uMajy 6ap jenny dbukcHy tauky. Oue cy orkpuBane modetkom 20.
BeKa, a JIaHac TMOCTOJU BUINEe TAKBUX TeopeMa. ¥ OBOM pajdy hemo ce mo3abaBuUTH
CaMO HEKHMa O/ IbHX.

One unnHe BeoMa OUTHY KApUKy Y MAaTEMAaTHIH, 113 Cy TAKO HAILIE CBOjy TPUMEHY
y MHOTIM 00JIaCTIMa MaTeMaTHKe YK/BYIyjyhu anrebapcKy TONOJIOTH]Y, TUHEAPHY
aynredbpy, GYHKIIMOHAJIHY aHAJIU3y, TEOPUjy Urapa, Kao u MHOTe npyre. /lanac ce
OHe KOPHUCTE W y JAPYIUM HayKaMa, Kao MTo cy WHMOPMATIKA U €KOHOMH)A.

Hexke oj1 oBux TeopeMa umMajy KOHCTPYKTHBHE JIOKa3€, lla Cy Hallje IPUMEHY Yy
Ou3HUCYy - Ha TPUMEP y TPeTPaKuBamby IMMOJaTaKa Ha WHTEPHETY. 3a BHUX Ce
MOZKe pehu jia HUCY YMCTO HAyIHOT KapaKTepa, 3a PasjiuKy OJi OCTAJUX KOje CaMo
JIOKa3yjy mnocrojame dukcue tauke. To je HepBHpaIo MHOTe MaTeMaTHYape KOjH
CY BEPOBAJIM JIa TaKaB MPUCTYI HeMa npuMeHy. XOJaHICKH MaTeMarndap bpayep
ce 4Jak OJ[peKao CBoje Teopeme O (PUKCHOj TAYKKU jep Cce U3 Ibe He MOXKe HHUIITA
3aK/byuuTU O (DUKCHO] TAYKH OCHM jeJiHe CTBapH: Jia rnocroju. bpayep je yjemaHo
U 3a4eTHUK jeJiHe TpaHe puao3oduje, MHTYUTU3IMA, KOja BPEJIHYje MATEMATUUIKe
pe3yaTare KOjH Cy KOHCTPYKTUBHE, a HE CaMO eTr3UCTeHIInjaJHe TIPUPOJIE.

[Topes Tora 1mrTo je oBa 00J1aCT H3Y3€THO OMTHA Y MaTeMAaTHUIU, OHA je BeoMa JIeTla U
3anuM/buBa. [lo1rTo ce y jelHoM OBAKO KPaTKOM Pajly He MOZKe HOTIIYHO J04apaTu
YTHIIA] OBe 00/1aCTH Ha MATEMATHUKY, MOKYIIIA0 CaM /I3 U3BOjUM HEKE HHTEPEeCAHTHE
pesyJirare.

Pan 3a uzejy nma 1a autaoiry 6ap Masao IpuOINKA pa3He NPUCTYIIe MATeMATHIKHM
npobJiemuMa kopuctehu Teopeme o (pukcnoj Tauku. Takohe, guTasan MoxKe BUIETH
Ja Ta jegHocTaBHa uiaeja(nocrojambe GUKCHE TaduKe) UTpa KPYNHUjaIHy YIOTY YaK
U y HEKUM aKTyCJIHUM MaTeMaTHYKUM JUCHHUIIJIMHAMA.



2 OCHOBHHN NOJMOBI

2

OcCHOBHHI IOJMOBU

Hedbunnumja 2.1. Mempuuku npocmop je ypehern nap (X, d), rue je X ckynm a
d dyukumja (1j. Merpuka Hag X) taksa ga d:X — R u Baxu:

(1) d(e,y) > 0, Ve, y € X:

(2) d(z,y) =0 & o =y (pedrexcuBHOCT);

(3) d(z,y) = d(y,z), Vx,y € X (cumerpuanocr);

(4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), Vz,y, 2z € X (HejequakocT TPOyIIA).

Hajuemhe kopumihena merpuka, M HaJUHTYUTUBHH]A, je HPUPOIHA METPUKA
Han R gedbunncana ca d(z,y) = |r — y|. Jom jegam nmpumep mMeTpuke je OHa
nedunncana na R™ xao d(z,y) = v/(v1 — y1)2 + - + (zn, — Yn)?, Tae CY BeKTOPH
x=(21,..,Tp), Y= (Y1,---,¥yn) € R". OBa MeTpuka ce 30Be Eykauacka MeTpuka.

Hedbunnnmja 2.2. Heka je (X, d) marpudakn npocrop. Taj Merpudaku mpocrop je
Komnaemar, ako cBakd Hu3 (x;)7°, m3 X KOju KOHBEPrupa, IMa JuMec y CKymy X.

Hedbunnnuja 2.3. Heka je (X, d) marpmuku npoctop. Ckyn Y C X je omesopen
aKo 3a cBako y € Y nocroju € > 0 takso ga je {x € X : d(y,x) <e} CY.

Hedbunnumja 2.4. Heka je (X, d) marpuuku mpoctop. 3a JY Kaxkemo Ja je
epanuyae ckyma Y C X ako 3a cBako ro € Y u cBako € > 0 mocroje a € Y u
be X —Y raksu 1a d(zo,a),d(zo,b) < €.

Ckyn Y =Y U Y ce nasusa sameoperve ckyna Y. Axo je Z 3aTBopen, omja
je Z°:= 7 — 0Z.

Hedbununmuja 2.5. Tomosomku npocrop X je Komnaxman ako CBAKH OTBOPEHH
npekpuBad ckyna X caJipKu KOHa4YaH IMOTTIOKPUBAY CKyna X .

KoMmmakTHOCT je, Ha HeKW HAYUH, TeHepaIn3anija KOHAYHOCTH CKyTa. Y CBPXY
0/IpzKarhba KOMIAKTHOCTU HMPUJIMKOM Ipec/InKaBama je ciaejehe jqBe nedbununmje.

Hedbunnnmja 2.6. Heka je V BekTopcku mpocrop Hajg nobem K. Hopma namg V'
je dyukmmja f: V — R koja 3a cBako @ € K u u,v € V 3ai0Bo/baBa

(1) f(av) = |l f(v)

(2)f(u+v) < fu) + f(v)

(3)f(v) = 0 ako je v HysIa BEKTOP.



2 OCHOBHHN NOJMOBI

Hedbunnnmja 2.7. Bekropcku npoctop X je Banaros ako mMa HOPMY H aKoO je
KOMILTIETAH y OJHOCY Ha Ty HOPMY.

BanaxoBu nmpocropu cy OUTHH jep, IOpeJI Tora IMITO UMajy HOPMY KOja UHIYKYje
MeTpHUKY HaJ X, IOrOJHM CY 3a H3ydaBaibe HeNPeKHuIHUX (DYHIKHja Koje dyBajy
KOHBEPTEHIU]Y U KOMIIAKTHOCT.

Hedbunnnumja 2.8. Heka cy V u W BekTopcku npocTopu Haj mobeMm K. OyHKIHja
L :V — W ce 30Be onepamop. AKo 3a cBaka aBa BeKTopa T,y € V u ckamap a € K
Baxku L(z+y) = L(x)+ L(y) n L(ax) = aL(z), onga je oHa AuHEApHU onepamop.

Hedbunnnnumja 2.9. Orpanuven jguneapuu orneparop L : X — Y je oHaj 3a Koju
nocroju M > 0 TakBo ja je

HLIHY < MHiUHX Vr € X.

YKOJIMKO 10CTOju, HajMambe TakBo M ce 30Be HOpMa oueparopa L.

Hedbunnnmja 2.10. Heka cy X u Y Banaxosu npocropu. Jluneapuu omeparop
L: X — Y je xomnaxman axo je 3a cBaku orpammuen nojackyn Z C X, L(Z)
PeJIATHBHO KOMIIAKTAH (T]. 3aTBOPEHE MY jé KOMIAKTHO).

Taxap ormeparop je 06aBe3HO OIpaHUYeH, 114 je HeIIPeKUJAH, IMTO My JIaje Jema
CBOjCTBA HaBeJ/leHA TOpe.

Hedbunnnmja 2.11. Heka je X Tonosiomku npoctop. OH je A0KGAHO KOMNAKMGH
aKo cBaKa Tauka r € X mMa KOMIAKTHY OKOJIHHY.

la ToKaJHa KOMIIAKTHOCT HHje UCTO MTO KOMITAKTHOCT, TOBOPHU HaM je THOCTaBaH
npuMep: cKyn R HEje KOMIaKTaH, aJu je JOKAJTHO KOMITaKTaH.

Hedunummja 2.12. Heka je X nopmupanu Bektopcku npoctop. OH je yrugpopmmo
Koneercarn ako 3a cBako 0 < € < 2 mocroju & > 0 TakBo ja 3a 6wio Koje x,y € X
3a Koje Baxke ||z| = ||y|| = 1, ycaoB

lz -yl <e
I/IMHJH/IHI/Ipa
x;yHgl—&

Ha wnryntuBHOM HUBOY, OBa JedUHAIINM]A 3HAYY JIa CpeIuInTe OUJIO KOje TeTuBe
jeIMHIYHE JIONTE MOpa J1a JIEZKH JIyOOKO YHYTap je JMHUYHE JIOTITe, OCUM aKO TeTHBA
HHje MHOTO MaJa.



2 OCHOBHHN NOJMOBI

Hedbunnnnmja 2.13. Heka je X Tonosiomku npoctop u f ¢dynnkuja f: X — R.
Hoodpwxa dyuukuje f na X je ckyn

supp(f) = {x € X : f(z) # 0}.

3a dyunkujy f kaxkemo na je mompxkana ga Y C X ako Baxu supp(f) C Y.

Hedbunnnmja 2.14. Heka je X Tonosomku npoctop. X ce Ha3HBA HOPMAAGH AKO
CBaKe JIBe Pa3JUuuTe TauKe UMajy JUCjYHKTHE 3aTBOPEHE OKOJIMHE.



3 BAHAXOBA TEOPEMA

3

BbanaxoBa Teopema 0 (puMKCHO] Ta4UKn

Moz 1a HajjeTHOCTABHEja, A/l HE U HajMaibe OUTHA TeopeMa O (PUKCHOj TauKH.
3060r CBOT jeTHOCTABHOT W KOHCTPYKTHUBHOT JIOKAa3a je HAIlIa MPUMEHY Y PasHuM
HayKaMa.

Hedbunnumja 3.1. Heka je (X, d) marpuuku npocrop. @Oyuknuja f: X — X ce
30Be Kowmpakyuja Ha X axo nocroju ¢ € [0,1) takso ga d(f(z), f(y)) < qd(z,y)
3acBe z,y € X.

Teopema 3.1. Heka je (X, d) KoMIUIeTaH METPUYKH MPOCTOP €& KOHTPAKIHjOM
f. Tama je f mempekmana ¢ynknuja. Obakpe dyHKnuje ce 30By Jlmmmmi!-
HEIIPEKH/JHE.

Jloxas. Hempekuanocr y tauku © € X 3uHa4uu ja 3a cBako € > 0 mocroju 6 > 0
TaKBO Ja Kaj rox je d(z,y) < d ouma je d(f(z), f(y)) < e.

Ako 3a Heko © € X u € > 0 yamemo § = —, taga d(x,y) < 0 MOBJIAYH
q

d(f(x), f(y)) < qd(z,y) < qg —

]

Teopema 3.2. (Banmaxosa® Teopema o dukcuoj taukm)Hexa je (X, d) kom-
IJIeTaH METPUYKH POCTOpP ca KouTpakiujom f. Taga mocroju jeauncreeno x € X
TakBo Ja je f(x) = x.

Jlokas. Heka je xg € X. Jledunumumo x, = f(r,_1) 3a n € N. Taga je

d(xpi1,2n) < qd(Tp, xp_q) < -+ < q"d(x1,20) 32 n € N.

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), memauknm maTemaTHdap, MO3HAT TIO CBOM
JIONPUHOCY MATEMATHYKO] aHAJIN3U, AedepeHIjaTHOj TEOMETPUjU U TEOPHju Opojena.

2Stefan Banach (1892-1945), mo/bCcKm MaTemaTHdap, TO3HAT 10 CBOM JOMPUHOCY Y TIOJbY
dyurupmonanue ananuze. Cmarpa ce jeHUM Ol HajBaXKHUjuX MareMarudapa 20. Beka.



3.1 Marpuunxe jeaHadnHe 3 BAHAXOBA TEOPEMA

Taxobhe je, 1Mo HejeJHAKOCTH TPOYIIA

d<xm7 ‘rn) < d(xnm xmfl) +oe 4+ d(anrl; xn)
m—n—1

<" ld(z, 20) + -+ ¢ d(@, w0) = ¢ d (@, w0) /

=0
x
< ¢"d(xq, %) E
—0

OpmaBne BHANMO Ja je ( ) Kommujes an3. OH mMma JuMec W Taj JUMeEC je HEKO
x € X. Tlomrro je, mo Teopemu 3.1, f HempekuHa:

r = lim z, = lim f(z,—1) = f(lim z,_1) = f(x).
n—oo n—oo n—oo

(1’1,560) 3a m,n € Ny 3a xoje je m > n.

Jlakje x je ¢duxcHa tauka ¢yuknuje f. Tume cmo goKazaan mocrojame (HUKCHE
Tadke. Jomr Tpeba TOKA3aTH /ia je OHA jeIMHCTBEHA.

Heka 3a neko u € X Baxu f(u) = u. Taga je d(x,u) < qd(f(z), ( )) q d(z,u),
naje 0 < (¢—1)d(z,u), a mormro je ¢ € [0,1), Mmopa 6utn d(:p u) = =u. O

3.1 MarpuyHe jegHAYNHE

Marpuuna jeiHaunHA Ce MOZKE MOCMATPATH KA0 CHCTEM JIMHEAPHUX jeTHAYNHA.
Ca mumMa ce cycpeheMo gecto, a lbUXOBO pelllaBaibe HeKaJl MoXKe J1a Oy1e He3roJaH
nocao. IlororoBo Kaja je ped o mporpamMupamy, HaJdaxKemhe OMIITEr Pellemha je
4eCTO HPAKTUYHO Hemoryhe. VY CBpXy Tora, 1Opej JI0Ka3a Jla 1OCTOJU Peliehe
ojipehene kjace THX cucTeMma, JOKa3 Ce MOYKE UCKOPUCTUTH 33 NPUOJINZKHO HaJa-
JKEIhe TOT Pellena.
[TocmaTpajMo cucTeM JIMHEAPHUX jeHAYNHA 33/1aT MATPUIHOM jeTHATUHOM

Ax =b,

_ _ T p_ T
rie A = (ai)i1<ijon, T = (21,72, ..., 2,)" b= (b1, b, ..., )"
Taj cucrem MOXKeMO Jpyravuje HAIUCATH KAo:

11 = (1 —an)r — apprs — - — a1y + b
Ty = —anx1 + (1 — ag)ry — -+ — Gpxy + by
Ty = —Qp1T1 — QpaTo — -+ (]— - ann)l‘n + bn-
3al<1i,j <n,Heka je a;; = —a;j+0;; (ae je §;; Kpornekeposa mesrra Gynkimja).

TaJ CHUCTEM MOZKEMO 3allUCaTH KaO

n
T; = E a;jxrj +b;, 3acBako i =1,...,n
Jj=1



3.1 Marpuunxe jeaHadnHe 3 BAHAXOBA TEOPEMA

Bugmmo 1a je jennaunna Axr = b ekBuBajeHTHa ca r — Ax + b = x. HeduHnmumo
dbunknujy f: R* - R"

flz) =2 — Az +b.
Tama Ham je pemraBame Ar = b eKBHBAIEHTHO ca HajarKemeM (DUKCHE Tadke
dyukmuje f. I[IpBo, npumernmo 1a 3a x,y € R™:

fl@) = fly) =(z — Az +b) — (y — Ay +b) = (z —y) — (Az — Ay)
=(z—y)—Alz—y) = - A)(z—y).
Jlokazahemo na Axr = b uMa jeIMHCTBEHO PeIlemne aKo

n
Z | <g<1, Vi=1,..n.
j=1
Jedbunmmumo merpuky d za R”, d(u,v) = sup;c;c, [u; — vi]. Taga

n

d(f(x), f(y)) = sup | > ai(x; —y))|

1<i<n =1

1<isn ©

< sup Z!Oéin(%'—yj)’
7=1

1<is<n . — <J<n

< ( sup Z|Oéz'j|)(1s‘4p [ = yj1)
7j=1

= ((sup (O lal)d(w, y) < gd(w,y),

1<i<n =1

mTo 3ua4un Ja je f kourpakmuja Ha R™. Tlo Teopemu 3.1. oBo 3aBpmiaBa jgokas.0d



3.2 @DynHkIHje peasHe TPOMEH/bHUBE 3 BAHAXOBA TEOPEMA

3.2 ®PyHKHOUje peajiHe NTPOMEHJbUBE

[Tormrro kopucTn BaHaxoBy Teopemy, 0Ba MOCJIEIUIA C€ MOXKe HCKOPUCTHTH 34
HaJIazKembe Hylna (GYHKIHEja Koje mMajy oapeherna cpojcTtBa. Ha mpumep, meron
uTepalnnje y HyMepHIKOj aHAJIN3H, Ce Mo3UBa HAIl Ha 0BO TBpheme 3a HATaKeHe
Hysa QYHKIMja ca yHAIPEJI 3aJaTOM TavHOIINY.

[Tocmarpajmo merpuaku npoctop (X, d) rae je X = R u d cranpapana, Eykinicka,
merpuka najg R. Heka je [a,b] C R u meka je f : [a,b] — R menpekuina na [a,b] u
nudepentujabuina ua (a,b), GbyHKIHja 33 KOjy BaxKu

1 e = Supblf’(w)l Sg<lL

a<r<

BannMa Hac pemieibe jennadnne f(z) = .
Ba 6uio Koje x,y € [a,b] u x < y, mo JlarpaH:koBoj TEOPEMH UMAMO Ja TOCTOj!

z € (a,b) TakBo ga f(z) — f(y) = f'(z)(z — y) nakie
[f(x) = )| = 1 ()llx =yl < glz =yl

W3 Tora Buaumo s1a je f KOHTpaKimja, na Ha OCHOBY Teopeme 3.1, mocToju jeuacrae-
HO x* TakBo Aa je f(x*) = x*.

3.3 Ilukap-JImanenedoBa Teopema

[Mukap-JluagenredoBa TeopeMa ce MOXKe TeHEpATU30BATH Ja O ce YCTAHOBUIO
HOCTOjalbe JEeJIMHCTBEHOI pelieiba JuMepeHnjaJ HuX jeJHaYnHa BUIIET CTEIeHA.
Taxobhe, ona npe/icTaBmba yBOJ y MIUPOKY KJIACy TEOPEMa O IMOCTOjaby jeNHCTBEHE
dukcue Tauke.

Teopema 3.3. (ITukap3-JIuagenedosa’)Heka cy a,b,c,d € R u nexa je
A={(r,y) eR*:a <z <bc<y<d}.

Ako je f: A — R Jlummun-HenpekuiHa mo Apyroj IpoMeHbuBoj u (o, yo) € A°,

Taja oomYHa JAudepeHIjaaHa jeJHadnHa %@ = f(x,y) nma jeAMHCTBEHO Derierhe

y = g(z), nedbunncano Ha uHTEpPBATY [T9—E, To+£] 3a HEKO £ > (), KOje 3a/10B0/baBa
9(xo) = yo -

3Charles Emile Picard (1856-1941), dbpaniycku MaremMaruyap, MO3HAT 110 CBOM JOLHPUHOCY
MaTEeMATUYKO] AHAJM3HU U TEOPHju rpyuna. Jeman oz 3adeTHuKa ajaredapcke TOMOJIOIH]E.

4Ernst Leonard Lindelof (1870-1946), dwurckm MaTemaTwdap, MO3HAT TI0 CBOM JIOTPHHOCY
TOMOJIOTHjU U Au(PePEHIINjaTHAM jeTHATNHAMA




3.3 Ilukap-/InrgemechoBa Teopema 3 BAHAXOBA TEOPEMA

Zlokas. 1lo ocHOBHOj TeOpEeMH KaJIKYJIyca, pelllaBaibe Hallle TudepeHIjaane jeHa-
YHHE je eKBUBAJEHTHO Ca HAJTAYKEILEeM e IMHCTBEHOT Pellleha HHTerPaIHe jeITHaTnHe

9(x) = g(wo) + /x F(t, g(t))dt.

Heka je ¢ > 0 koncranrta takba na |f(z,y1) — f(z,u2)| < qlyr — y2| 3a cBe
(x,11), (z,y2) € A (oHa nocroju jep je f JIMOUIUI-HETPEKU/IHA TI0 JIPYTOj TPOMEH-
BuB0j). IlomTo je A C R? KoMnakTan u f HenpekuaHa, f MOpa GUTH OTpaHEICHA
HekoM koucrtauntom M > 0.

Nzabepumo € > () TaKBO 12 BayKH € < ¢ U 3a CKYII

B={(z,y) eR:zp—e<ax<zo+e,y— Me <y<yo+ Me}

Baxku B C A. Heka je X moackyn (C([zg — €,z + €]),d) dynknuja g Taxsux
na je d(g,g(x0)) < Me, tne je d(-,-) = [ — [~ a C([zo — &,20 + €]) cxyn
HenpekuaHUX GYHKIUja HA [Tg — &, + ¢]. [Ipumernmo ma je (X, d) 3arBopen
upocrop. Hednrumumo

h=yot / " ftg(t))dr.

Tana je

dhy)= s o+ / " F(tg(t))dt) — ol
] x0

r€[zo—e,x0+€

< sup |f(t, g(t))|dt

z€[zo—e,x0+¢] J 2o

< sup / Mdt = Me, na h € X.
xe[xo—e,xo—&—s} xQ

Jedunummumo npecaukapamwe T : X — X Ha caepehu naunn: T'g = h. Jlokazahe-
Mo ja je T kourpaknuja. Hawmwme, 3a g1, g2 € X numamo

d(Tg,Tg) = sup (o + / £t (D)) — (yo + / £t ga(t))d)
x€lxo—e,x0+e] o o

< sup |f(t,9:(2)) — f(t, 92(t))]dt

z€[zo—e,x0+e] J 30

sup /xQ‘.%(t) — ga(t)|dt

x€[zo—e,xo+e] J o

<d(g1,92)  sup }/ qdt
o

z€[ro—e,20+€
= qed(g1, 92) = kd(g1, g2), tae je k = qe € [0, 1).

Hakme T je koHTpakimja, ma je 300r Teopeme 3.1, 10Ka3 3aBPIIEH. O

N

9



3.4 PageRank ajiropuram 3 BAHAXOBA TEOPEMA

3.4 MWzuenahyjyha npumena: PageRank asropuram

['yrstos yemex Kao mperpazkupada josa3u u3 t38. PageRank asropurma. Auro-
puTaM Tpaku (HUKCHY TadyKy JIMHEAPHOI onepaTopa HaJ R™ KojHu je KOHTPaKIIUja,
u Ta (ukcHa Tavuka (Tj. BEKTOP) 3ampaBo ojpeljyje momyJapHOCT cTpaHuna. Y
npakcu, GpukcHa Tadka (Koja mMa COICTBeHY BpeAHOCT 1) ce mpubJInzKHO padyHa
Kao AA" 3a n TOBO/LHO BEJUKO (I7e je A BEKTOD MOYeTHOT CcTamkha, a A Marpuia).
Bunenu cmo npegroctu TeopeMe o (PUKCHO] TAYKH KOja UMa JOHEKJIe KOHCTPYKTH-
BHM JI0Ka3 jep TajJa caM JOKa3 Kayke KaKo ce MoxKe Johu 10 (pHuKCcHe Tadyke ca
oapehenom taunomhy. Koukperno y BanaxoBoj Teopemu, mno (dUKCHE Tadke ce
JI0JIa3U Y JIMMECY. 3aTO Ce OHA MCKOPUCTU/IA Yy TEXHOJOTHjH U 3aCAyKHA je 3a
['yryios ycrex.

Jla jmoka3 mocrojarma (PUKCHE TadKe HUje YBEK KOHCTPYKTHUBAH, Tj. Ja Ce U3 Ibera
He Moxke Hahu pukcHa Tavuka, moKaszalhe HaAM ocTaTak OBOI paJa.

10



4 PHCOBA EPIO/IMYHA TEOPEMA O CPEJH0OJ BPEJHOCTH

4

Pucosa eprojuana TeopemMa o cpeJi0]
BpPEIHOCTI

Jlenmora oBe Teopeme JiexKKM y TOME Jla OHA HA HEKM HAYUH YKPOTHU jeJlHYy, Ha
NPBU HOTJIEJ TUB/BY, cyMy. Takobhe, Ta cyma ce ucrocras/ba Jia je Ipojekiuja, Koje
uMajy npuMeny y XujabepTOBUM MPOCTOPUMA.

Hedbunnmuja 4.1. Ako cy M u N moTnpocTopu BEKTOPCKOT mpocTopa X TaKBU
Ja ce cBako r € X Moxke 3anmucaté Kao £ = y + 2, riae je y € M u z € N, taja
kazkeMo j1a je X = M @& N dupexmmna cyma nornpocropa M u N. Takobhe kazxkemo
na je N xomnaemenmapar nomnpocmop notmpocTopa M.

Paznarame BekTopa * = y+ 2, 3a y € M u z € N je jeiIMHCTBEHO aKO U

camo ako M NN = {0}. 3a dukcupanu nornpocrop M MozKe jia HOCTOJU BHIIIE
KOMILIeMeHTapHuX IToTnpocropa. Ha mpumep, ako je X = R® u M pasan Koja
mpoJa3n Kpo3 HyJIy, Taja je OMJI0 Koja mpaBa Koja MpoJa3d Kpo3 KOOPJIMHATHH
nmovyerak, a Koja He Jexku Ha M, KomiutemeHnTtapuu tormpoctop 3a M. Taxobhe
CBH KOMILJIEMEHTaPHHU MOTIPOCTOPH MOoTIpocTopa M mMmajy UCTy ANMEH3Ujy Koja
ce HazuBa kKodumensuja om M y X.
Ako je X = M @& N, onzna aedbunumemo upojeknujy P : X — X mpocropa X
Ha M vm3 N rae jex =y + 2,y € M u z € N. Opa npojexnuja je JUHeaApHH
oneparop, ca ran(P) = M u ker(P) = N u 3anosossasa P2 = P (ca ran(P) ce
O3HAYaBa KOJOMeH JimHeapHoOr omeparopa P, a ca ker(P) ce o3HadaBa je3rpo, Tj.
nofckym o X Takap Jia ce CBAKH eJeMeHT TOr MOJCKyna cauka y 0).

Hedunnmuja 4.2. Heka je X Bekropcku npoctop. Jlureapuu oneparop P : X —
X ce 30Be npojexyuja axo je

PPx = Pz 3acse v € X.
Baxu ker(P) = ran(I — P),ran(P) = ker(I — P) u ker(P) Nran(P) = 0.

Taxobhe, cBaku ejeMenT x € X ce MOXKe jeIMHCTBEHO HAIMCATH KaoO T = Y + 2, TJe
jey= Pz cran(P) u z = (I — P)z € ker(P).
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4 PHCOBA EPIO/IMYHA TEOPEMA O CPEJH0OJ BPEJHOCTH

Teopema 4.1. Axo je X Banaxop mpocTop, Taja je mpojeknnja P HempekuIHa
ako u camo axo je X = ran(P) @ ker(P).

Horanuja X = A® B 3naun 1a ¢y A u B 3aTBOpeHH TOTIPOCTOPH 01 X TaKBH
ma ANB={0}un AUB = X.

Jlokas. Ako je P nenpekuna, ouja je u [— P, na cy ker(P) u ker(I— P) = ran(P)
3aTBOPEHH.

Ca gpyre crpane, HeKa je (xn) omw10 Koju HEM3 U3 X TakaB Ja T, — I, U HeKa
Pz, — y. Towro je ran(P) 3arBopen, y € ran(P) ua je Py = y. [lomro Baxku
xn—Px, = (I-P)z, € ran(I—P) = ker(P) u ker(P) je 3arBopen na x—y € ker(P)
mro 3ua4n ja je Pr = Py =y, 1j. ©, - x n Px, — y = Px mro 3ua4n ga je P
HeIIPEeKUTHA. ]

Teopema 4.2. (Pucosa®)Heka je X ynucdopmuo konsekcHr Banaxor npocrop u
Heka je T': X — X /nuHeapHW omepaTop TakKaB Jia

|Tx|| < ||=||, 3a cBako x € X.

Tama 3a cBako x € X nmMec
. x4+ Te+---+T"x
pe = lim

nocroju. Takobhe, oneparop P : X — X nedunucan ca Pr = p, je HeupekugHa
npojexiuja Ha BekTopcku npocrop M = {y € X : Ty = y}.

Jloxaz. @ukcupajmo r € X u Heka je

C={auz+ - +a,T7"c - meNa;, 20na; +- - a,, =1}.

C' je 3aTBOpEH HeMpa3aH KOHBEKCAH CKyM, a u3 YHHU(OPMHE KOHBEKCHOCTH X

OCTOjU jeuHcTBeHO P, € C' TakBo Ja je u = ||p.|| = inf{||z]| : z € C}.

Yammumo € > 0. Taga 3a p, € C mocroju m € N u HeHeraTWBHE KOHCTAHTE
m y .

g, 01, ..., Oy, TAKBE 1A 38 ijo a; 77z Baxu ||p, — 2| < € (u3 pedununuje C).

Tama je, 3a cBako n € N

2+Tz+--+T1"z
n+1

<pu+e

[TommTo je
24+ Tz+-4+T"z2 = (wx+ -+ apT™x) + -+ (aT"x + - + aTiint),
omabupom n > m pooujamo z + Tz +---+T"=x+Tx+---+T"x 4+ r e je
r=(—z+-+(aw+ar+-+an )T 'z
+(1—a)T™" M e+ (l—ag—ay — - — Q)T ™.

®Frigyes Riesz (1880-1956), mabapcku maremaruyap, KOjH je HOCTaBHO OCHOBE (DYHKIMOHAIIHE
amnanmze
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4 PHCOBA EPIO/IMYHA TEOPEMA O CPEJH0OJ BPEJHOCTH

r+Te+---+T"x

n+1
na guMec u3 bopmynanuje TeopeMme nocroju. Hamme,

[umb HaM je na OTpaHUYMMO Ca 00€ CTPaHe U TAKO JTOKAZKEMO

x+Te+---+Trx  z4Tz+---4+T"2 r

n+1 n+1 1

a TOTITO je

r 2m || z||

< ;
n+1 n+1
2m ||z || r

ojlabupom n > ———— — 1 duhe ||——|| < . akJie

n

r+Trx+---+T"x
n+1

< p+ 2e.

Ca apyre crpase je

r+Toe+---+T"x
2
n+1
. x+Tx+---+T"x
(jep npunaga C), ma Baxu
n+1
. r+Te+---+T"x
im =i =Dy

Jomt Tpeba 1a jokaxkemo jia je Pr = p, HenpexkujHa upojexkiuja Ha M. Jlako
BHIIMO J1a ako je © € M (mrro 3naun ga je Tx = z), onaa je Pr = x. Taxobe je

T ’ Toe+T?x+ -+ Ty L Ty — o
. = lim = im —— =p,
Tn+1 _ Tn+1 92
O e o T R TN
n+1 n+1 n+1
Konauno, saxu P?r = PPx = Pp, = p, = Px. Heupekuanocr cjiequ u3 ycjaosa
1|l < [l]]- O
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5 BPAYEPOBA TEOPEMA

5

BbpayepoBa Teopema 0 pUKCHO] TAYKNI

DBpayepoBa Teopema je m3y3eTHO OHWTaH MaTeMaTHYKU Pe3yJITaT ca IPUMEHOM
Yy MHOTHM moJbuMa MaTeMaTuke. [lopen HaBegeHWX TpuMeHa, OHA ce KOPHCTH Yy
Teopuju rpadoBa, MOJEKYJIAPHO] (PUSHITH, UTII.
Hedunnnnja 5.1. Heka je D" = {z € R™ : ||z|| < 1}. Homckyn £ ND" ce 30Be
roumparyuja ckyma D" ako mocToju HENPEeKUIHO pecankaBame r : D" — F TakBo
aa je r(x) = x 3a crako z € E.

Kopucruhemo jejiny jiemy Koja ce jJjoKa3yje mpeko ajredapcke TomoI0Ije, Yuju
I0Ka3 heMo M30CTaBUTH.

Jlema 5.1. Ckyn S" ! = {z € R": ||z|| = 1} uuje xourpaknuja ckyna D".
Teopema 5.1. (Bpayeposa® reopema o dukcnoj raukn) Heka je f : D" — D"
HenpekuHa dyuknuja. Taga f uma dpukcny tauky T € D".

Joxas. llpernocraBumo ga f wema durcny tauky. Pywknumja r : D* — D"
neduHICaHA Ca

r(z) = t(x)f(z) + (1 = i)z,

re je

2 2 2 2
He) [z]|” = (@, f(2)) - \/(vall — (2, f(2)))? + (L = [|z]I") |z = f(2)]
x) = 5 ,
2 — f(@)]
npeJcTaBba mpecek S ca mpaBom Kojy gobujamo kaga cnojumo f(x) n x. Bumamo
na je r(z) kourpakiuja uz D" na S"7! mro no semu 5.1. uuje moryhe. axie f
uMa (PUKCHY TAdKy. O

IlpuMeTnmo 12 ako je f Hempekumana, no Croyn'-Bajepmrpacosoj® Teopem,
nocroju Hu3 f; : D" — D" KouBeprenTHUX QyHKIHja Koje yHU(POPMHO KOHBEPIU-
pajy xka f na D". Ako ca z; € D" osnmaunmo duxcny rauky bynxnuje f;, Tana

6Luitzen Egbertus Jan Brouwer(1881-1966), xomanackn matemarnyaap u (buiozod, mosnar
IO CBOM JOMPWHOCY TOMOJIOTHjU, TEOPUjH CKYTIOBA, TEOPHUjH Mepa M KOMIIJIEKCHO] aHAJIM3HT
"Marshall Harvey Stone (1903-1989), aMepuakn MaTeMaTH9ap, MO3HAT TIO CBOM JIOTPHHOCY
peasHoj ananu3n, PYHKIIMOHATHO] aHAJIU3U U TOIOJOTHjH.
8Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), Hemauku Maremarudap, [O3HAT MO
Ha3WBOM ,,0Tall ModepHe amaause'. Hajsume je mompuneo pa3Bojy peajHe aHaanse.
97
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5.1 @pobennycoBa Teopema 5 BPAYEPOBA TEOPEMA

nocroju T € D" Takso na, 10 Ha NOAHM3, T; — T. Haxue,

1 (z) =zl < [1f(Z) = f@p)ll + [1f(25) = fi (@)l + |25 — 2] = 0 xam j — oo,
u3 dera caenn f(z) = z. Caza hemo BujeTn jegHo GUTHO YONIITEHE OBe TeopeMe.

Jlema 5.2. Heka je K Hempa3aH KOMITaKTaH KOHBEKCAH TOICKYT KOHATHO- TAMEH3HU-
onor peasguor Bamaxosor mpocropa X. Tana cBaka menpexkugna dyaknuja [ :
K — K uma (pukcHy Tadky.

Jloxas. Tlomro je X xomeomopdan ca R” 3a Heko n € N, 6e3 ymamema OMIITOCTH
MozkeMo npernoctaBuTu Ja je X = R". Takobhe, MOKeMO NMPETIOCTABUTH JIa je
K C D". 3a cBako x € D", neka je p(x) € K jequncrBeHa TauKa Koja 3310BOJbaBa

= inf .
Ip(@)ll = inf_Jy]

Mozxe ce pehu na je 3a z € D" x € K, p(x) najbauzka Tadka ckyna K Tadku x).
Buau ce ga je p(r) = = 3a cBako = € K.
[Tpumerumo ja je p nenpekuna na D". Hauwme, 3a x,,x € D" u z,, — x Baxn

lz = p()|l <l = plea)l| + llo = 2ol + nf {20 = k]| =0 [l2 = p(2)]]

akme, 360r jequncreenoctu tauke p(z), p(x,) — p(z) Kax x, — =, 0a BHIAAMO
Ja je p HenpeKu Ha.

Hedurummumo dyrakuujy g : D" — K ca g(z) = f(p(x)). OHna je HenpexkuaHa na u3
reopeme 5.1. nocroju T € K takso ga je T = g(%) € K na Baxu T = ¢g(Z) = f(Z),
OHJIOCHO T je pukcHa TauHa GyHKIHje f. O]

5.1 ®pobeHmycoBa TeopeMa

Jeman on ycjaosa ga 6u PageRank ajnropuram pajuo je, uzmebhy ocrajor, u
pesyarar oBe Teopeme. llopen PageRank anropurma, oBa Teopema ce KOpHUCTH
y HHXKEHEPCTBY, TeopHju IpadoBa, BEPOBATHONU, TEOPHjU AUHAMIIKIX CHCTEMA,
eKOHOMUjH, jJeMorpaduju, 4ak u y nopehemy dymabanscku TuMona.

Teopema 5.2. (PpobermycoBa’)Heka je A n X n MaTpuma ca NO3UTHBHAM
BpeaHocTrMa. Tana A ¥Ma ITO3UTHBHY COICTBEHY BPEIHOCT.

Zokxas. Marpuna A ce Moxke mocMaTpaTd Kao JUHEAPHO IpecnkaBame u3 R™ y
R™. [TocmaTpajMo KOMIAKTaH KOHBEKCAH CKYTI

K={zreR": ij =1,z; > 03acBako j =1,...,n}
j=1

9Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), nemauku MaTemMaTudap, IO3HAT 10 CBOM JIOIPHHOCY
Teopujn eMunTHIKNX YHKIHja, AMdEepeHnjagnuM jefHadnHaMa u TeOprju rpyma.
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5.2  OcHoBHa Teopema aJredpe 5 BPAYEPOBA TEOPEMA

1 J1eUHUIITIMO
Ax
flz) =
|Azl],

(rze je |||, evkmmacka l-mopma). Ilpummermmo ga ako je x € K, onma cy cBe
KOOpJIMHATE BEKTOPA T HEeHeraTUBHE 1 6ap jeIHa je MO3UTHBHA, T1a Cy CBe KOOPINHA-
re Bekropa Ax nosurusne. Jlakiie, f je nenpekuana dpynknuja koja cianka Ky K,

ma u3 Jleme 5.2. nocroju T € K TakBo ga T = f(T) = Hﬁglll tj. Az = |Az]|,z. O

5.2 OcHoBHa Teopema aJjreodpe

3a TBpheme oBe TeopeMe ce JTOCTa AYyTO MPETTOCTABBAIO JIa BAXKH, aJIH OHA je
JIOKa3aHa pejiaruBHO KacHo: mnoderkoM 20. Beka. Jloka3 Huje o)1 HEKe Hapo4uTe
KOPHCTH 32 TPayKerhe Hysa moJanHoMa (Koje ce Hajuerthe HaJa3e HyMepHIKIM MeTO-
Jama), ajid je CBAKaKo Je0 MareMaTHdKe IMy3Je Koju je dasno.

Teopema 5.3. Heka je p(z) = a9 + a1 + -+ + a,2" HOJIHHOM €a KOMILIEKCHUM
koedunmjenTuma crenena n > 1. Taga mocroju zy € C TakBo 1a je p(zo) = 0.

Jlokas. Heka je, 6e3 ymamema OMIMITOCTH, @, = 1 n HeKa je r = 2+|ag|+- - -+|an_1].
Jedunurmmumo venpexuany ¢pyuknujy g : C — C na coemehn wagwnn:
(o [ <, 0
Z) =
g z— @zl_" 2] > 1,
e je z = pe? za 6 € [0,27). Tocmarpajmo KomnaxTan u KoHBekcan ckyn C =
{z 1 |z| < r}. /la 6ucmo npumenuan BpayepoBy Teopemy, MOPaMo Ja MOKazKeMO

na je g(C) C C. Bancra, 3a |z| < 1

Ip(2)|

’g(z)’<’2’+7<1+1+|a0|++|a’n—1| <

r

2<r

Y cynporaom, 3a 1 < |z| < 7, umamo

p(2) z  agtarzd a2
o) <l - 2 m 2

rz r rz

<7ﬂ_1+|a0|—|—---+|aLn_1|
r
r—2
<r—1+ <.
r

Jlakje C' je uHBapujaHTan 3a ¢, na g uMa GUKCHY Tauyky 2o € C' 3a KOjy BHIAUMO
je KopeH mojimHOoMa, p. O O
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6 IIEPEPOBA TEOPEMA

6

ITTedepoBa Teopema 0 (pUKCHO] TAYKNI

[[edepoBa Teopema je HepepoBaTHO jaka. HamMme, ona Kazke Jia je/iHa OIpOMHA
Kjaaca ¢gynknuja uma ¢pukcHy tadky. Jla dmcemo gpokazasu IledepoBy Teopemy,
douhe HaM TOTPEOHO HEKOJIUKO TBphema.

Jlema 6.1. Heka je X HOopMmaJsan TomoJomkn mpocrop u Heka A C U C X, rae
je A zarBopen ckyn a U orBopen. Taja moctoju orBopeH cKyn V 3a KOju BaxKu

AcUcCUCcX.

Aoxas. Tlomro cy A u X —U 3arBOpeHu u JAUCJYHKTHH, & X je HOpMaJiaH, IOCToje
V,W C X orsopenu ckynosu Takeu ja A C V. X —U Cc W u VNW = (. Ilomro
jeV Cc X—W,a X —W jesarsopen, Baxku V' C X —W na V 3ajoBospaBa ycjiose
JieMe. O

Jlema 6.2 (O cmamubamy). Ako je Y = {U; : i = 1,...,n} 6uao Koju 0TBOpeHH
MOKpHMBaY HOpMAaJHOT mpocropa X, nocroju mokpusad V = {V; : i = 1,...,n} 3a
KOJU BaxKu

VicU;, 3acBei=1,..n.

Jloxaz. Heka je W, = X — Uy U ---UU,. Ilpumerumo na je Wi, C Uy u W je
3aTrBopeH, a Uy orBopeH, 1mTo 3Ha4un ja mo Jiemu 6.1. mocrtoju oTrBopeH V) Takas
aa Wy c Vi € Vi € Uy. Cana suanmo aa {V4,Us, ..., U,} mpeacrabba IpeKpaBad
npocropa X, ma ako npuMeHumMo To jour n — 1 myra, gobuhemo ma {Vi, Vs, ..., V,}

npejcTaBba npekpusad npocropa X (rue cy Vs, ..., V,, nedunucann anajgorao Kao
V1). O

Caenehn nemy hemo HaBecTu 6e3 JI0Ka3a, jep je OH YUCTO TEXHUYKE MPHPOJIE U
HEMa TMYHO KOHTAKTA Ca OBUM PAaJIOM.

Jlema 6.3. (Ypuconosa'’) Tonosomku nmpocrop X je HOpMaJaH aKo M ¢aMO aKO
3a CBaKa JBa IberOBa 3aTBOPEHA JTUCJYHKTHA MOACKyna A u B ocToju HeIIpeKuIHa

dbyukuuja f: X — R raksa ga je f(A)=1u f(B) =0.

OPavel Samuilovich Urysohn (1898-1924), pycku maremaruyap jeBpejCcKOr MOpPEK/Ia, HO3HAT
IO CBOM JOMPUHOCY TEOPWjU IUMEH3Uja ¥ (DYHIAMEHTAJIHUM DE3YITATHMA, U3 TOMOJIOTH]E.
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6 IIEPEPOBA TEOPEMA

Teopema 6.1 (Ilogena jequnune). Heka cy Uy, ..., U, OTBOpEHH TOJCKYIIOBH JIO-
KaJaHO KoMmakTHOr Xaycaopdosort! npocropa X, n Heka je K C X KoMHmakTan
u

KcUJ---uUU,.

Tazna 3a cBako j = 1,...,n nocroju ¢; € C(X),0 < ¢; < 1, noapkano na V; Takso
na
e1(x) + - pu(z) =1, VzekK.

Jlokas. Tlo nemu 6.2, mocroje V ={V; : i =1,.,n} uW ={W, :i=1,...,n}
OTBOPEeHH HOKpHBaul ckyna K Taksu ga je W; C W, C V; C V; C U; 3a cBako
i=1,...,n. Ilomro cy, 3a cBako i = 1,...,n, W; u X —V; 3aTBOpeHN U IUCjVHTKHY,
nocroju Henpexuana ynxmmja f; Taksa ga je fi(W;) = 1 m fi(X — V;). Heka
jef=f+-+fo Bacsako xz € K, x € Wy 3a meko k € {1,...,n} na je
fe(r) =1 >07j. f(z) > 03acsako v € K. JleburnmmmMo @; = - 3a CBaKO

f

1 =1,...,n. [IlpumeTrnmo n1a je

o1(x) + -+ pn(x) =1, 3a cBako z € K

u supp(p;) = {r € X 1 pi(x) >0} C Vi C U; ma cy ¢1(x),..., pu(x) Tpaxeme
dyHKIHjE. O]

Cajta hemo HapecTH jeany OUTHY ITOCEIUILY OBOTa YHji A0Ka3 HeheMo ucmucarn.

Teopema 6.2. (Illaynep'?-Tukonososa'®)Heka je X JioKa/iHO KOHBEKCAH 1PO-
crop, K C X mempazan un kouBekcan, Ky C K, Ky komnakran. Akoje f: Ko — K
HenpeknaHa GyHKIMja, oHga noctoju T € Ky takso na f(T) = T.

Teopema 6.3. (IlledbepoBa' Teopema o dukcuoj Taukn)Hexka je X Baunaxos
npocrop u f : X — X menpekngna kommakTHa (pyrknuja. [IpermocraBumo na je
CKYTI

F={z € X :nocroju A € [0,1], z==Af(x)}

orpanuven. Taga f mma PUKCHY TauKy.

" Felix Hausdorff (1868-1942), nemaduku MaTeMaTuyap, IO3HAT KAO jeJJaH OJ OCHUBA4a MOJICPHE
TOIMOJIOTHj€, KA0 U MO JOMPUHOCUMA TEOPHUjU CKYIIOBA, TEOPUjU MEPA U (DYHKITHOHATHO] AHAJM3A.

12 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943), mo/bcKm MaTeMaTH4Yap jeBpejCKOT TOpeKja, TO3HAT
IO CBOM JONPHHOCY (DYHIKHOHATHO] AHAIM3H, MAPIHAjaTHUM Iu(MEPEeHInjaTHIM jeTHATHHAMA,
U MATEMATUYIKOj (pU3HIIH.

13 Andrey Nikolayevich Tikhonov (1906-1993), pycku maremaruuap u reodusudap, HO3HAT 10
CBOM JIONTPUHOCY TOTOJIOTHjU, (DYHKIIMOHATHO] AaHAJNU3N W MATEMATHUYIKO] (DU3UIIH.

MHelmut Heinrich Schaefer(1925-2005), nemavkn MaTeMaTHdIap, MO3HAT TO CBOM JOTPHHOCY
dbyHKIMOHATHO] aHAIN3H.
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6 IIEPEPOBA TEOPEMA

Joxas. Hexka je r > sup,cp ||z||. dedunumumo dyuxuunjy

o(z) = {f@:) @)l <2,

_ i@ i
2@ f(2)] > 2r

[Tpumernmo na Baxu ||g(x)|| < 2r,na g : Bx(0,2r) — Bx(0,2r) u g je nenpexuama
M KOMIIAKTHA, T1a 0 TeopeMu 6.2. MOCToju Xy TakBo j1a je g(Tg) = xo. Ako 6u 610

5 2
M = 2r, MITO 3HAYU 1A —Tf(xo) -

£ (o) 1/ (o)l

xo & F mro je nemoryhe. akme || f(zo)|| > 2r na xy = g(zo) = 0.

1f (o)l > 2r, onxa On [z =
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7 IHPOBJIEM NMHBAPUJAHTHOI ITOTIHPOCTOPA

7

IIpobJjieMm nHBApMjaHTHOTI IIOTIIPOCTOPA

[IpobsieM MHBapHjaHTHOI HOTIPOCTOPA je IJIABHU HEpelleHu MpobdjeM Teopuje
onepatopa. OH je IPUBYKAO NayKikby MHOTUX MaTeMaTndapa, a popMyJIanaja My je
NPUIMYIHO jenHocTaBHa: Heka je X Bamaxos mpoctop u T € L(X) oneparop, nahu
3aTBOpeH HerTpuBHjajgad norupoctop M npocropa X (M # X u M # {0}) 3a koju
je TM C M. Tako M ce 30Be unsapujormar nomnpocmop 3a 1. Ilosunaro je
Jla HeMajy CBe HeMPEeKUHU JUHEeAPHU ONepaTopu HaJl baHaxoBUM MPOCTOPOM CBO]
uHBapujaHTHU notupocTop. [Ipobiem je jomr orBopeH 3a XuabepToBe MPOCTOPE.
Hajsumre renepanm3oBaH W y WCTO BpeMe HajCHEKTaKYJIapHUJU pe3yaTaT Ha OBY
remy je joouo Jlomonocos. Hamme, 10 TBpheme Kaxke Jja OCTOjU XUIEPUHBAPU-
jaHTaH TMOTHIPOCTOP 3a BEJUKY KJIacy oneparopa. ¥ JIoKa3y TOr TBphema KpyIu-
jamny ynory urpa [llaymep-Tuxonodosa Teopema. la 6ucmo ra jokazasim, MOpaMo
IpPBO Ja JepUHUIIEMO XHIIEPUHBAPUJAHTHI HOTIPOCTOP.

Hedbunnnumja 7.1. Heka je X Banaxos npocrop. MuBapujantan morupoctop M
3a T € L(X) ce 30Be TunepunsapujaHmaH ako je HHBAPUjAHTAH 33 CBE OLEPATOPE
KOju KoMyTHpajy ca 1.

JIema 7.1. Akoje T € L(H) meckanapaH, Tj. HUje yMOXKaK UHICHTHIKE (DYHKITH]E,
ca CBOjCTBEHOM BPEIHOCTHU A, OHJA je cBojcTBeHH IpocTop M 3a A\ XHIlepUHBApHU-
janTam 3a T

Jokas. 3aucra,ako x € M u T xkomyTtupa ca T, umamo ga
Mo =T'\e =T'Te =TTz,
na T'x € M. O

Teopema 7.1. (JTomonocososa'®) Heka je X Banaxos npocrop u T € L(X)
HeCKaJapHH JTUHEAPHN ONepaTop KOju KOMYTHPA, Ca HEeHYJIa KOMIIAKTHUM OIepPaToO-
pom S € L(X). Taga T uma XumepuHBapujaHTHHA TOTIIPOCTOP.

IIpe camor mokaza, mpumerumo ciaegehe. Heka je S € L(X) xomnakTau
oneparop. Ako je A # 0 mberosa CONCTBEHA BPEJIHOCT, OHJA CONCTBEHH IIPOCTOP

F={rxeX:Sx= M}

15y 1. Lomonosov, pycku Maremarmaap 20. Beka, HO3HAT IO CBOM JOIPHHOCY TEOPHjH
orieparopa
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7 IHPOBJIEM NMHBAPUJAHTHOI ITOTIHPOCTOPA

MMa KOHAYHY JUMEH3H]y. 3aucTa, pecTpukiuja omeparopa S Ha F je (HemyJa)
yMHOXKIIAT, uiaeHTuuke ¢yuknuje. Ca npyre cTpane, mIeHTHYKA (QyHKIHja je
KOMIIAKTHA aKO M CaMO akKO je IpOCTOp KOHadHe JuMeHsuje, pakjie F' mopa butn
KOHaJHEe JIUMEH3Hje.

Jloxas. Heka ja A anrebpa omeparopa koju KomyTtupajy ca 1. Axo T nHema
XUIePUHBAPUjAHTHY 110TIPocTop, onja Ax = X 3a csako x € X. Bes ymamema
ommrocry, Heka je [|S]| ;) < 1. Onabepumo o € X raxso ga [[Szof > 1 (mro
uMILTIIEpa, ||2o|| > 1) m exkyn B = Bx(z¢,1). 3a € SB (npmMerumo ga x # 0)
nocroju T' € A takso ma || T'z — xo|| < 1. dakie ceako v € SB uMa oTBOpeHy
oxkosmay V,, TakBy aa 1"V, C B, 3a meko 7" € A. 360r KoMnaktHocTn SB, OH
nma npekpusag Vi, ...V, u 17, ..., T € A rakse ga

TV, CB, Yj=1,..,n

Hexa cy ¢, ..., oo € C(SB) momene jenunune 3a SB 3a nokpusasa {V;}. 3ax € B,
Jie(DUHUATITUMO,

f(a) = > wi(S)T}Sz.

Tana je f : B — B nenpeknana. Ilomro je 775 KOMIaKTHO TpecinKaBame 3a
cBako j, BuauMo Ja je f(B) penarmBHO KommakTaH. Jlakmie, mo teopemu 6.2,
nocroju T € B takpo aa je f(T) = 7. Axo pedunurmemo oneparop T € A Kao

T=> ¢/(ST)T},
j=1
J1001jaMo

TST =T.

Ammu T'S je KoMIaKTaH oTepaTop, Ta HeroB concTReHn npoctop F (ca comcTpenom
BpegocTn 1) mva xKomauny mumvensnjy. Ilomro T'S komyTtupa ca T, Bummmo 1a je
F wuBapujanTan 3a 71, mTo 3Ha4n ja 1’ ©Ma CBOjCTBEHY BpPeIHOCT Ha 1o jemn 7.1.
UMa XUNePUHBAPUjaHTaH MOTIPOCTOP, MITO e MTPOTHBYU HAIIO] TPeTHoCTaBu. [
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8 BAKJ/BYYAK

8

3aKJby4aK

OBaj paj ce 6aBu 00JaCTUMAa MAaTeMaTUKE KOje MpeBa3mIa3e CpeIrbOIIKOICKO
rpaguBo. Ilokymao cam Ja OBY 3aHUMJbHBY, JICIIY W 3aXTEBHY TeMy IIITO BHIIE
npubam:kuM auTaoiy. Hamam ce ma cam, 6ap J0HEKe, TO U YCIIEO.

Jla Ou ce paji y MOTIYHOCTH pa3yMeo, HOTPeOHO je no3HaBame PaKyITeTcKe MaTemMa-
tuke. Hamme, 3a;a3m0 cam y 00JacTH Kao IITO Cy peajHa aHaIu3a, TOMOJ0TH]a,
dyHKIIMOHAHA aHaIN3a U JJUHeapHa ajrebpa. Jacwo mu je ja he umrasian, ocum
aKo ce HHje paHuje 6ABHO rope CIOMEHYTHM OOJIACTHMAa, MMATHU IOTelKoha ca
pasyMmeBarmeM CBUX JepHHHUIMja U JOKa3a KOje caM KOPHUCTHO, aJH MOEHTa PaJia
je Ja ce umrasall yuycTH y pa3sMUlL/bame O allCTPAKTHUM cdepaMa MaTeMaTHKe.
Taxobe, paa maje mpeacTaBy MJIaIUM JBY/IHMA O TOME 9UMe Ce MOJEePHA MaTEMATHKA
6aBM ¥ ITa UX TO MOXK/JIa OYeKyje ako ce y Oyayhuoctu Oyny 6aBum momMe.

XTeo OUX Ja ce 3aXBaJUM CBUM IpodecopuMa MaTeMaTHKe KOJi CY MU Ipe/laBaJu,
a mocebHo MOM mpeaMmeTHOM mpodecopy u Mentopy, ap Comu Yykuh. bes mwe
He ODUX MOrao Jla caB/iaJlaM I'PaJMBO KOje MM je OmJio OTPEeOHO 3a IHHCahe OBOT
pama. Hawmme, ona mu je makmupo Oupasia (hakyJaTeTCKy JIATEPATYpPy KOjy cam
UITIUTABA0 Y MPOTEKJINX roguHy jgana. [lopesm Tora mrTo Mu je COyKUI0 Kao jak
OCJIOHAIL 33 MHICAIbe OBOI Pajia, YUTAILE Me je YBeJIO y CBET MOJepHe MaTeMaTHKe
KOjOM IIaHHpaM Ja ce 6aBuM y npejcrojehem mepuoy.

Teopema o BUKCHO] TaUKW UMa MHOTO, aJdd ja CaM y OBOM paJy H3BOJUO OHE
KOoje cy Mu ce Hajpuiie cBujese. MucauMm j1a cam, Kpo3 pa3He IpuMepe, J10Ka3ao
YUTAOIY KOJIMKO Cy OHE BpPE/IHE M3ydaBarha.
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